Kapitel 13

3D-Transformationen

Wie im zweidimensionalen Fall, werden die Definitionspunkte der Objekte als Spaltenvektoren mit
homogener Koordinate geschrieben. Die notwendigen Transformationen werden wieder durch Matri-
zen realisiert. Im dreidimensionalen Fall handelt es sichtuw-Matrizen.

13.1 Translation

Mit homogenen KoordinateraBt sich der um den TranslationsveKter ( tyt,)T verschobene Punkt
P=(xY2
(X,Y.Z) = (X+ b,y +1y, Z+1t;)

in der folgenden Form darstellen:
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13.2 Skalierung

Gegeben: Drei Skalierungsfaktorgnz 0, s, # 0 unds, # 0.
Es liege der Fixpunkt im Ursprung:

(X’,y,,Z,) = (X'SOY‘SyaZ'Sz)
Die daraus resultierende Transformationsmatrix lautet:
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ss 0 0 O
| os 00
0O 0 0 1

Es liege der Fixpunkt beiZy, Zy, Z,):
1. Translation un{—2y, —Zy,—Z,),

2. Skalierung unts,,s,,s;),
3. Translation un{zZy,Zy,Z,).

Die Transformationsmatrix lautet:

T (ZXa Zyv ZZ) : S(Sb(a %/a SZ) : T (_ZX) _Zy, _ZZ)

13.3 Rotation

Rotation um die z-Achse

X = Xx-cogd)—y-sin(d)
y = x-sin(d)+y-cogd)
Z = z

Die daraus resultierende Transformationsmatrix lautet:

cogd) -—sin(d) 0 O
| sin(®) «cogd) O O
RO =1 "9 0 10
0 0 0 1
Rotation um die x-Achse
X = X

y = y-cogd)—zsin(d)
Z = y-sin(d)+z-cogd)
Die daraus resultierende Transformationsmatrix lautet:
1 0 0
0 cogd) —sin(d)

0 sind) cog9)
0 0 0

R«(d) =

» O Oo
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Rotation um die y-Achse

X = z-sin(d)+x-cogd)
y =y
Z = z-cogd)—x-sin(d)

Die daraus resultierende Transformationsmatrix lautet:

cogd) O sind) O

0 1 0 0

Ry(0) = —sin® 0 cogd) O
0 0 0 1

Rotation um eine beliebige Achse

Voraussetzung: Die Rotationsachse stimme nicht mit einer der Koordinatendidiesem.

Idee: Transformiere Rotationsachse und Objekt so, dal? die Rotationsachse miateseliberein-
stimmt, rotiere um vorgegebenen Winkekransformiere zurck.

1. Translation von Rotationsachse (und Objekt), so daf? die Rotationsachse durch den Ursprung
lauft.

2. Rotation der Rotationsachse um giéchse in diexzEbene.
3. Rotation der Rotationsachse um gi&chse in diez-Achse.
4. Rotation des Objekts um deAchse mit Winkeld.

5. Ricktransformation des gedrehten Objekts durch Anwendung der inversen Transformationen
der Schritte (3), (2) und (1).

Ist die Rotationsachse durch die PunRteP, gegeben, so gilt

X2 —X1
V=P —-Pi=| y2—%1
— 7

Die Lange dieses Vektors lautet

9] = /00 —x0)2+ (yo— Y1)+ (22— 22)2.

Die Komponenten des zug@étigen Einheitsvektors
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lauten daher

X2 —X1 Y2—Y1 L—71
= , b = , C=
V] V] N
Schritt 1 BRt sich durch die Translation(—xz, —y1, —2z1) durchihren. Dadurch wirdP;, Ausgangs-
punkt des Einheitsvektois in den Ursprung verschoben.

Fur Schritt 2 sind Sinus und Cosinus des Rotationswinkelgforderlich, der zwischen der Projektion
o von U auf dieyzFlache und dez-Achse, repasentiert durch den Vekta = (00 1)7, liegt.

u = (0,b,c)
d=vb?+c?

Q

= coqa) = g
= sin(a) = §

Nach Schritt 2 befindet sich der urgpgliche Vektort alst” in derxzEbene:

V' = (a,0,d)

Fur Schritt 3 (Rotation ung-Achse) beitigt man Sinus und Cosinus des RotationswingeBositive
Winkel ergeben eine Rotation gegen den Uhrzeigersinn, wenn man aus Richtung der Pgsitiven
Achse auf diexzEbene schaut:
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= cog) = coq360° —B) =
= sin(p) = —sin(360° — B) = —a

Nach den ersten drei Schritten ist die Drehachse miz-darhse identisch, so dalR Schritt (4) mit der
RotationsmatrixR,(8) durchgefihrt werden kann. Schritt (5) beinhaltet die Anwendung der inversen
Transformationen.

Die Rotation um die Achsé= P;P, um den Winkeb a3t sich daher wie folgt darstellen:

R(V,8) = T(PR (@) - R, (B) - Re(3) - Ry(B) - Re(0() - T(~Py)-

13.4 Transformation der Normalenvektoren

Die Normalenvektoren irssen bei der Transformation von Objektpunkten ebenfalls abgebildet wer-
den. Wenn diese Transformation z.B. eine nicht-uniforme Skalierung ist, dann bleiben die Winkel
zwischen einzelnen &then nicht erhalten.

y y

V4 z

Winkeluntreue unter nicht uniformer Skalierung

Wenn die Normaldi mit derselben MatrixM transformiert wird, wie die Objektpunkte eineraehe
F, istA anschlieRend evtl. nicht mehr senkrechfzu

Wie muf3i transformiert werden?
SeienPy, P, zwei Punkte der Ebene mit NormalenvekibSeir = P, — P;.

Offenbar gilt
A -F=0

Daraus folgt
=A-MM-F=0

Durch zweimaliges Transponieren aitman

(T -mTF = 0
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Fir den transformierten Vektor muss offenbar gelten
v =0
Aus den beiden Gleichungen folgt daher

M HT A= n

Also muss bei einer Bche der Normalenvekt@r mit der transponierten Inversen der Transformati-
onsmatrixM transformiert werden.



